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CHAPITRE 2 
SUITES DE NOMDRES REELS 

A) GENERALITES SUR LES SUITES 

♦DEFINITION 

Une suite de nombres reels est une application de N 

(ou de I={neN / n > no oil n eN est fixe) 

a valeurs dans IR .Au lieu de noter u : N( ou l)-» IR 

on la note (u n )„>oou (u„WLe terme u n est apple" lelerme general de la suite 
♦ Remarque : 

1) Ne pas confondre la suite (u„) nC N est Ic terme general n 
2)Ne pas confondre la suite (u„) mN et 1'ensemble des valeurs {u.telque neN l 

Par exemple.les suites de termes gene>aux u n = (-1) n et v n -(-1) 

sontdistinctes, ma is ontlememe ensemble de valeurs {-1 ,+1}} 
♦ Kxemples 

u n «sin(n) ; u„ « -^neM* ; ^-j^y . *>2 

u nt) -au,, +b avec a,b dans IR , u un reel donne 

► Suites constnntes et stationnaires 
Soit(u n )neN une suite numerique. 

Elle est ditc constante s'il existe a 6 IR tel que Vn € N u n -*- 
Elle est dite stationnairc s'il existe aelRetn eN tels que Vn> n u„ -a 
(constante a partir d'un certain indice ) 
Suite arithmetiquc 

Une suite (u n ) n « N est dite arUI.mdtique s'il existe re IR tel que 
u„ t = u n+ avec n> P ou u p u nreeldonnj ( le prem.er terme de la su.te ) , 
Le scalaire r est appdc rajfip de la suite arithmetique.il est defimde facon 

unique ^ 

♦ Remarque; 

•La suite (u n ) n cN est constante si r=0 

•Elle est statement croissante si r>0 .statement decro.ssante St r<0 

•Pour tout n >p , u n - u p +( n-p) r 

Reciproquenl. si u„ - a + nb , alors La suite (u.)-h « la su„ e anthmeuque 

de premier terme uo*-a et de raison b 
#Pro££Sition: 

•La somme des (n- P+ l) premiers termes d'une suite arithmetiquc de raison r est 

Sn=L'= I ^ (u P + Un) * n - P 

k"P . „ 

La demonstration est laissee a litre d exercice 

. Application : Un*i =u„+lavecu ( - 1 
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► Suite gfromctrique 

Une suite (u n )ncN est dite geometrique s'il exists q € IR lei que 

Vn g N u„n =q u„ avec n>p ou u p un reel donne ( le premier terme de la suite ) 

Le scalaire q est appele raison de la suite geome'trique.(II est defini de facon 

unique) 

Consequence : u n - q n 'P up pour tout n>p 
♦ Remarque: 

• La suite est constante sij=^0 , die est stationnaire en OJ ajmrtir de n=l ) si q=0 
•Si q>0 ,1a suite garde un signe constant et est monotone .:* 

•Si q<0 .alors pour tout n les termes u„ et Un+i sont dc signes contraires ; 

la suite n'est pas done monotone. 
•Reciproqucment ,si le Icrme gcnCral s'ecrit u n =a q n ,alors la suite (u„) n eN est 

geometrique de premier terme uo =a et de raison q. 

* Proposition : 

La somme des (n-n+l) premiers termes d'une suite gcometrique de raison q est: 
n 

l-n n ' p+l 
-S,-£ k u-u P ( ]. q ) s«q*l 

k=p 
•S„-(n-p+1)UpSiq=l 

La preuvc dc cette propositi on est laissec a Tetudiant 
n 

• Application :E3^T = T-('-(?>"') 

k-0 
► Suite nrithmctico-gcomelrique 

Une suite (u B )m n est dite arithmeticc-giometriques si 3a,b e IR tel que 

Vn e N u n+ i ■ au„.-tb 

Si b=0,c'est une suite geometrique .Si a=l,c'est une suite arithm^iique 

►suites m onotones 

Une suite (u n ) n cN est dite croissante ( resp: stricternent croissante) si : 

VneNiin <u n *i(resp:VneN u n <u M i) 

Elle est dite decroissante ( resp: sfrictement decroissante) si : 

V neNu n >Un+i(resp:V n eN u n >Un+i) 

Elle est dite mono tone, si elle est croissante ou de'eroissante 

Elle est dite stricternent monotone si elle stricternent croissante on stricternent 

decroissante 

II existe des suites qui IM sont ni croissartte s ni decroissanl£s , par cxemple 

►Su ites mnjorees , minorecs, borates 

Une suite (u„)neN est dite majoree s'il existe un reel MeIR tel que 

V n e N ,u <M 

Une suite (u n )neN est dite minoree s'il existe un reel meIR tel que 

V n e N ,u n >m 

Une suite (u n )neN est dite bornee si et seulement si elle est majorte ct minorte 
ou bien i I existe un ree I KeIR + * tel que V n e N , | u n | <K 
autrement dit I'ensemble des valeurs prises par cette suite est borne" 
-Notons (-u n )«o la suite dc terme general -u n . 
Pour les deux suites (u n )^N ct (-u n )n>o 
L'unc est minoree « I'autre est majoree 
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L'une est croissarueol'autre est decroissanle 

L'une est strictement croissante«-rautre est strictement decroissante 

♦Remarque 

Lcs suites constantcs , stationnaires sont des suites bornees 

(tout simplement parce qu'elles ne prennent qu'un nombre fini de valcurs) 

B) LIMITE b' UNE SUITE REELLE 

► Definition s 

■Soit (Untune suite de nombres nfels 
On dit qu'une suite (u n ),w:Ntend vers -Ko.quand n~ oo si: 
VAellC 3 n eN tel que pour tout n> no on ail U„ >A 
•On dit qu'une la suite(u n ) M N tend vers -«>,quand n~ «> si: 
VAeIR! 3 n eN tel que pour tout ft > no on ait u„ <A 
•Soit L un nombre reel 

On dil qu'une suite (u n )r>eNtend vers L,quandn~ oo si: 
Ve > 3 no eN tel que pour tout n> no on ait |u„ • L|< e 

► Definition : Soit LelRU{ -a> .+*> J 

Si (u n )neNtend vers L,quand n-> co , on dit que L est limite de la suite (u„)„n 
On note indifferement : limu rt =L ou u n -»L 
► Suites convcrgentes et suites divergentes 

Unc suite peut avoir trois comportements possibles : 
■convergente ( admcttre une limite finie ) 
•divergente ( admettre une limite infinie ) 

•divergente ( sans admettre une limite ) par exemple u„ =(■!)" , u„ = n (-1)" 
HrLa definition de limite appelle divers commentaires dans Ic cas 
d'une suite convergente. 

|)En termes d'intervalles,la condition u„ — L signifie que des que Ton se 
donne un intervalle ouvert ]L-e,L+e[,tou$ les termes de la suite a partir 
d'un certain indice no ( dependant de_e ) sont situes dans cet intervalle. 
2)Si pour E > ,on a trouve un no,alors pour tout ni >n convient encore. 
( il ne s'agil pas de determiner tous les entiers n ,mais seulement de prouvcr 
('existence de Tun d'entre eux). 
3)Si pour e > .on a trouve un n ,alors ce n convient aussi pour les £• >c 
Ce dernier point montre qu' il sufllt dans la definition de porter son attention 
sur les nombres c petits 
4)Les nombres nusucceptiblcs de convenir dans la definition dependent 

generalementdee(u n - -J- , neN* ; no = E(-g") + ') 
5)Si deux suites reelles coTncident a partird'un certain indice , alors elles 
sont de meme nature 

e'est a dire la convergence de l'une entraine celle dc I'ainre 
► PROPOSITION ( "Unicite; d e la limite", si cite existe ) 

Si une suite (u„)i*N converge vers L| et converge vers L 2 a la fois alors Li - L2 
■ Preuve : 
Supposons que <u„) n6 N converge a la fois vers LfCt L 2 avec Li * L 2 

POSOIIS E = 4" I L I - L 2 I • 

Puisque (un)ntN converge vers Liet converge vers L 2 , il existe m « n 2 e N 

telsque: 

Vn>ni onait|u n -Li |< fi et Vn>n 2 onait|u n -L 2 |<a 

Enposantno =Max(ni,n 2 ),onaalors |u nfl -Li |<« «t |u no -L 2 |< e 

d*ou I Li — La |<|u no -Li I + |Un ~L 2 |<2e = .-j I Li -L 2 | 
ce qui est conlradicloire 

Oil 
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♦ Exemplc : Toutc suite conslanle ( stationnaire) est convergenle 

» 

►PrOjQOsUion; 

Toutc suite convergence est bornee 
Prcuvc : 

Posons e = 1 dans la definition; 
done pour uncerta in n ona |u n |<|u„-L| + |L|< 1+|L| pour toutn>n 

SoilA={|u U| Hi I |u rt0 .i|,|L| +1> 

Alors A est une partie finie non vide ; soit M=MaxA , alors 

M> l+|L|>l =>MeIlCetque VneN |u n |<M. 
♦ Rcinarques 

•La negation logiquc de cette proposition est la suivante: 

Toute suite non bornee est divergente. 
•La reciproque est fausse commc k monlre I'exemple suivant:u n =(-1)" 

► Propos ition 

Toutc suite reelle tendant vers +co est non majbree mais minoree 

Toute suite reelle tendant vers -co est non minoree mais majoree 

La demonstration est loissee aj^6tudiant. | ^ ^^ ^^^oq 

► Operutions sur les limitcs ^JZ . 

I es enonces suivants s'appliqucnt a des suites admetiant une limite dans lRU{-<g, + co } 

2)U„-00 | Un |- 

3)fl„ -Li etv n -*Lj 

( u n +v n y*L\ +L 2 ( si Li +L 2 existe dans]£ ) 

(u n v„) -L1L2 ( si L1L2 existe dansR ) 
4)u n -*L et si X est un scalaire non nul ,(Au n ) -» XL 
5)u„ -*L* 0, alors il existe ni gN tel que pour toutn>nion ait u n * 

et on a :(-jL) ■* -£-( en posant -L - 0) 

♦ Remarques : 

- La reciproque de (1) est fausse comme 1c rnontre I'cxemple de la suite (-l) n 

•Si L est fini , u„ — L» (u n -L) -* 

•Pour 4) si A. ■ on a bien sur VneN AU n =0 

•Siun ^(Talorsf-^) - -K°ctSiu n — Oalors^) - -*° 

l'rcuve : 

• |)et2)sonttriviales. 

•3)SoientLi el L 2 GlRetsoite > 0. 

u n -*Li o 3 m gN tel que pout tout n>n, on ait |u n — ^ L| |< y 

v n — >Lt o 3n2 eN tel quepout toutn>n2onait | v n — » L2 |< y 

Posons no = max(ni.n2)on a alors: 

pour tout n>n I (u n +v n ) - (L| -+L2) |< e 

ce qui prouve que( u n +v r )-» Li +L2 

voir demonstration dans Ic cas ou Tunc des deux limites est infinie. 

Ecrivons (u n Vn)-LiL 2 «(u n -L|)v n +L|(v n -L 2 ) 

On par hypothese 

(Vn)ncst bornee o 3MgIR; tel que | v„ | <M pour tout n€ N 

Soite>0. £ 

3ni eN tel que pout lout n>n 1 on ait |u n — Li l< 2M" 
3n2eNtelquepouttoutn>n2onait |v n — L 2 |< 2 (i+| Li |) 
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Posons n = maxfni.njjon a alors: pour tout n>no 

l(u™)-L,L 2 |<M|u n -L, | + |L, |[v„^L 2 |< i£g , ! L ' ! £ 

.2M 2(I+| L, |) < 2 + 2{l + |L, |)= E 

cequiprouveque(u„ ra )-.L|L2 -^■ > " 

tfi voir ddmonstralion dans le cas o u Tunc cits deux limitcs est infin ie 
-A; 4-5)u. ^L* Oa|u„ |-.|J_|» V E > 3n, «N tel que pout tout n>n, on ail 

I |u„ |— *|L| |< E 

en particular pour e- 4L. onobticnlpourn > n| 0< jli <( ^^ 

u A * Opourlesn>nietque-^|— < -2-. 

Soil e > O.toujours comme (U„")„con verge vers L alors 

3ni£Ntelquepouttoutn>n 2 onait |u n -*L|<e-^- 
Posons no=max(ni,n 2 )on a alors: 

-I -L__L I- I L-Un I |L f ^ , 

ce qui prouve que(J-) — * J- 
A titre d'exercice monlrer que : 

•U n -+CO =>(-J-) => 

•U n -*0 et fu„J„ strictement positive alors (-^-) -♦ -hw 
•u n -L>0 et v n — ko alors (u n v n ) -* +co 
►Propriety d e comparison et d'encadrement 
Soitent (u„)„ (v n )„ et <w n )„ trois suites reeJIes 

OS. <u n )„ est born^e et (v n )„ converge vers alors (u nvn ) n converge vers 
'J3i (Unjj, est une suite posmve et converge vers L alors L> 0- 
3) Si u n - L avec L>a (aeIR) alors a partird'un certain indice*u n >a 
4)Si u„ -» L, et v n -L 2 ( L,et L 2 sont des reels) et telle que u„ <v n 
pour tout neN alors Li <L 2 

On jiotera que la condition u„ <v n pour tout neN n'entraine pas 
necessuircmentque Li <L 2 

' (considerer par exemple u n = £ et v n = i- , ne N.) Ainsi par passage a la lirnite 

^ les inegalite strides deviennent largcs . 

5)Si u n -* L , v n - L , LeIR et que u n <w n <v„ pour tout neN alors 

6)u„-0et|v n |<|u | pour tout neN alors v n -* 

7)v n ->+co et v„ <u n pour tout neN alors u n -*<*> 

8)u n -*-coet v„ <u n pour tout n-eN alors v„ --co 

*Preuye : * 

l)(u„) n estborneeo 3MgIR; tel que V n^N |u n |<M 
Soil e > 

3ni €N tel que pout tout n>n f on ait I v n | < — E - 1 

or|u„v n |<M|v n | <M-^- = e pout tout n>n i 

ce qui prouve que (u n v n ) -»0 
2) Si L<0 .Posons dans la definition e=(-L) on obtient 

3 n, eN tel que pout tout n>n,on ait | u„ - L| <(-L) e'est adire u n <L+(-L)«0 

d ou contradiction. 
3)Posons e =L-a dans la definition; 
done pour un certain n on a |u n -L | <; L-a pour tout n>n 

=»ttn -L> -( L-a)=> u„>a pour tout n>n 

I 
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4)Consequence directe dc 2) 

5)Sojt e > puisque (u n )net (v„)„ convergent vers L.il existe ni et m tels que : 
pour tout n>ni | u n - L | < e et pour tout n>ri2 | v n - L | < e 
en posant no = max(n i , n2) on a done pour tout n>no 
u„ 5w n <v„ ,|u 5 - L|< ect | v n -L|< c cequi impliquc 
-g < u n - L<w„ - L<v„ - L<e.donc (vv n )„ converge vers L 

6)consequence directe de 4) 

7)Soit A> puisque u n -* -ho il existe n tels quepour tout n>no u„ > A 
on a done pour tout n>iio v n >u n > A done V n -» -ko 

8)Dcmonstration simitaire a 6 

► Ex em pics 

n 

I) Determiner la limite de la suite (u n ) n definie paru n = J] — T 3 

n 2 +k 

k=l 

En effet : on a pour tout ke {1,2, ,n) 

-J — < < — - d'ou en on deduit rencadrement suivant: 

n- + n n 2 + k n 2 + I 



—p < Un < — £ — -. En passant a la limite lorsquc n-» -Ko 

n- + n n 2 + 1 



+ n 
onobtientiin -+1 

n- 
2)Determiner la limite de la suite (u„) n definie par u n = — XE(kx) ou x un reel fixe 

k=l 
Comme pour tout x reel et tout entierk ; kx-l<E(kx)<kx alors 
en on deduit I'encadrement suivant : 

~Lx - -}r <u n < -"^-x . En passant a la limite lorsque n-» -ko 
2n n in 

on obtient u„ -+ -*-... 

n 1 
I) Determiner la limite de la suite (U n )„ definie par u„ = £ 



Jn 2 + 2k 

k=l 

On a u n > — "" =_ F" " suff " 11 de re marqucr que pour tout ke {1 ,2, »n) 

7n 2 + 2n 2 73 

— } > — I et comme -£=- -» -ko en on d6du.it que u n -* -ko 

i?+2k yn 2 + 2n 2 /3 

► MoyennedeCESARO 
■ Theor£me dc Cesaro 
Soit (u n )n>iunc suite convergeant vers un reeJ L.alors la suite (v n )n>i 
definie par: 
n 
Vn = n 5Z^ k conver 8 e ^ga'erncnt vers L 

k=l 
(On dit que (v n ) n con verge en moyenne vers L ou converge au sens de Cesaro ) 



■ Di rnonstrntion 

Soit e>0 , comme u ,, -L alors : 3 n i eN tel que pour tout k > n i 

B 'l U fl 



*\ ^ETUUP 



.com 



ort ait |ih-L|< -|- 

n 

Ona:v n -L=|£(tVL) 
k=l 



etque pourn>ni |v n .L|< £X) I (u k -L) | < ^ ^(u k -L) +-^- X)< U ^ L > 

k=I k=l k=m + l 

ni 
Posons A n = 4: ^ | (uk-L) | , il est clair que A„ -*0 quand n-*+co car 

k=l 
ni 
2_! |(uk-L)| est une consume independantede n . 

k=l 

A n -*0 quand n-»-Ko o 3 n2 gN* tel que V n>m on ait | A n | < y 

par consequent pour tout n>max(n i , n2) on a : 
n 

ce qui prouve que la suite (v n ) n converge vers L . 

• La reciproque du theoreme est faussc , comme le montre le montre I'exemplc suivant : 

si n est pair 
u„=(-l) n diverge alors que v n converge vers car Vn* , 

— j!rsi n est impair 

• Lc theoreme de CesarO admet un prologemem pout les suites (u„) n telle que 
limu„= +<o (resp :-<*>) '" 

Soit (u„)„ telle que limu„= +cn (ou - co ).; alors la suite (v n ) n definie par 



ll-.*>o 



k=l 



3(n-n ) 



tend aussi vers +co (resp: - co ) 
. 'Demonstration Soit Ac Hi* , parhypothese : 

3 no eN tel que pour tout n>no on ait u n > 3A 

no n no 

Pour n>n , on a v n =(-L Jj»k + 1 X) Ulc ) > (n* I!} 1 *) + ( ^^- A 

k=l k=n +l k=l 
n 
Posons B n = £ £u k , ainsi V n > B„ + 3A--^-A 

k=l 
II est clair que B n -* 0, done 3 m eN tel que pour tout n>m on ait |B n |<A 

De ineme ,( --^"p-A)-» , done 3 ri2 eN tel que pour tout n>n2 on ail 

I -^A|<A 

Done pourn>n»ax(no,ni,n2) on a v n >(-A)+(3A)+(-A) =A 

Ce qui prouve bien que V n -»+co lorsque n-*+co 
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Loc n' 
Exemple : v n = — — — ~- -Ko 

• Remarque 

Hypothese supplemental re pourobtenir la r^ciproque du theoreme de Cesaro 
Soit(u n ) n une suite monotone 

n 
Soit(v n ) n la suite definie par v n =-£■ j\ u,neN" 

k=l 

on suppose que v„ -»Le (IRU{ _o0 i+ c0 }) alors u n tend aussi vers L 
▼ Demonstration 

On suppose que la suite (u„) n est croissante 
( I'autre cas s'en deduit en considerant (-u n )) 

Cetle suite possede necessairement une limite flnie ou -ko ; cette limite est necessairement 
aussi celle de (v n ) n d'apres le theoreme de Cesaro direct 
Ainsi I'hypothese lim v n = L et la croissance de (u n ) n impliquc lim u,, = L 
Exemple : determiner la limite de la suite definie par : 
n 



'Sflf 



k«; 



n 



k+l 



k= l k=I 

commeun = J^ "I alorsv n — *1 

Q EXISTENCE DE L1MITES 

1) Parmonotonie 
►Theoreme 

Soit (u n )n une suite i colic croissante . 
Si cctte suite est majorce , alors elle convergente 
Plus precisement u n -»Sup{ u n , ne N} e'est a dire majoree par sa limite. 
Si cctte suite n'est pas majorec , alors u n -* -ho 
•En considerant la suite (-u„) n , on en deduit le resultat suivant: 
Soit (u„)n une suite reelle decroissante 
Si cette suite est minoree , alors elle convergente 
Plus precisement u„ — »1jiF{ u n , n€ N} e'est a dire minoree par sa limite. 
Si cctte suite n'est pas minoree , alors u„ -* -» 
• Rcrnarqucs: 

IJNotons que ces rcsultats sont importants parce qu'ils permcttent 
de conclure la convergence de certaines suites sans faire intervenir 
le"candidat limite" 

2)Notons aussi qu'ils exixtcnt des suites convergentes qui ne sont 

ni croissantesnidecroissantes, 

(-1)" 
par exemple , la suite definie par u n - ,, , n e N 

•Prcuvc: 

Soit (u n )n une suite rcclle croissante et majoree. 

Considdrons I'ensemble | u„ , ne NJ . Cct ensemble est non vide .majoree , 

alors il admet une borne supcrieure L € IR. 

D'aprgs la definition de la borne sup , on a: 

Vc > 3n G N tel que l.-s<u n „ < L. Comme (u n ) n est croissante ,on alors 
Vn>no on ait L-e<u n < L.d*ou pour tout n>no on ait | u n - L | < e 
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Cequiprouveque(u n ) n converge vers L=Sup{ u„ , ne N}. 
Maintenant si cette suite n'est pas majoree 
alors VAeIR 3n e N tel que u no >A 

Commc (u n )n est croissamc ,on alors pour lout n>no on ait u n >u no >A 
Ce qui prouve que (u n ) n converge vers -K° . 
▼Exercices 

n 
l)Montrer que la suite definie par u n = (£ Jj-) + jjj- , neN est convergente 

k=l 
( on verifiera qu'elle est ddcroissante minOr£e) 

n 
2)Montrer que la suite deTinic par u n = £ ^ cst convergente 

k=0 
( on verifiera qu'elle est croissante majoree) 
2) Par le critere DE CAUCHY 
■ Definition : SUlTES DE CAUCHY 
On dit qu'une suite (u„)n est de cauchy si : 

Ve > 3 no eN tel que pour tout p > n et q> n on ait | u p - u s | < £ 
On a aussi le entire equivalent : 
Ve > 3 no eN tel que pour tout p>n et pour tout qeNonait (Up^-Up (< e 

• Rem argues : 

1) Par negation, (u n )„ n'est pas de cauchy lorsque: 

3e > V no eN , il existe p et q dans N venfiant p > n et q> n et 
|Up-u q |>E 

2) On netera que ceue definition ne fait pas intervener de candidat hmite 

► Proposition 
Toute suite convergente est de Cauchy 

Preuve 

Supposons que (u n )n converge vers L, alors: 

Ve > 3 no eN tel que pour tout n > no on ait | u n - L | < y 

Soient maintenant p et q dans N tels que p>no et q>no 

d'apres rineigalite triangulaire ,on a: 

I Up - uq I < I Up - L| + |u q - L|< f + -| K E 

Ce qui prouve que (u n )„ est de Cauchy 

• On verra plus loin que la reciproque est vrnic 

•Notons qu'une suite qui n'est pas de Cauchy est une suite divergente, 

n 
e'est le cas de la suite (u n )n deTinic par U>tZ1(t) 

k=l 
► Proposition 

Toue suite de Cauchy est born£e 
•Prcuye : 

Poure = l,il existe n e N tel que pour tout p>n etq>n on ait | u P - u q |< I 
en particulier pour tout p>no I u P -u no |< 1 etdonc |u p |<|u no | +lparsuite 
(U r ) n est majoree par: 
M-max{|uo |,|ui I, ,|u*4 I* I «»• I +1 > 



•Rcvenons a 



la suite (u n )n definie par Un=£("r) 
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montrons qu'elle est divergenle 

2n 

On a pour tout neN" , U2n -u n = £( 4-) 



L 
k 
k=n+l 

1>JL 



Or pour tout ke {n+l.n+2, ,2n}onait j- > ^-et done 

11 
2n 2 • 
done il existe un e(a savoiry) tel que pour tout neN" il existe un couple 

(p.q) eN 2 (a savoir p=2n et q=n) verifiant p>n , q>n ct |u2n— u„f > y 

Ce qui prouve que la suite rfest pas de cauchy et done divcrgente 
► SUITES ADJACENTES 
■Definition 

Deux suites (u n ) n et (v n ) n sont dites adjacentes si: 
(u rt ) n cst croissante 
(v„) n est decroissante 

lirn(v„-u n ) = 

n-* -hp 
•Remarque: la condition u n <v n est inutile dans les hypotheses car 

elle decoulc des trois autres. 
►Thcordme 

Si (u„)nCt (v n ) n sont adjacentes ators cellcs-ci convergent vers la meme 

limite L . De plus VnsN u n <L<v n 
■ Demonstration. 
Montrons toutd'abord pour tout n€N u n <v n 
Posons .pour tout neN w„ = v„ - u n 
On a -w nf i - w n = (v n +i -v n ) - (Un+i -u„) 
d'apres le sens de variation des suites (u n ) n et (v n ) n 
on a pour tout neN w n+ i - w n < 

cl done (w n )„ est decroissante , en plus elle est minoree car elle est convergente. 
comme w n — * =Inf{w n , neN} ce qui se traduit par : 
pourtoutneN 0<w n e'est adire u n <v n 
On en deduit encore pour tout neN Uo <u n <v n <v 
Comme (u n ) n est croissante et majoree par vo , alors 
elle converge vers uncertain Lj 
comme (v n ) n est decroissante et minoree par uo , alors 
elle converge vers un certain L2 



En ccrivant v n =u„ + (v„ -u n ) , par passage a la lirnite on obtient L 2 =L|. 
Enfin ,on a neccssairement pour tout neN u n <L<v„ car: 
L=Sup{u n -neN} - lnf{v n ,neN) 
■ Application 1 

I) Montrons que les suites (u„) n et (v n )„d6finies par: 
n 

"n ■ E "jjr el Vn = Un + T^p sont ad J accntcs 

k=0 ' 

En effct: 

u n +i -u n - 7 — *7tt- > O.ce qui prouve que (u„)n est strictement croissante 
(n+lj! 

v n *i -Vn = ^ r < cc qui prouve que (v„) n est strictement decroissante 

n(n+l)(n+]) 2 



M 
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Enfm on a:(v„ -u n ) - -~j el donc Lim n-*( v n -««) = ° 

Lcs suites (un)net (v n ) n sonl bien adjacenles donc admettent une limite commune 

que Ton noterae 

0nae = sup{u n ,neN)-inf{Vt.n6N) ,on a pour toul n<= N u n <e<v„ 

or si 3 no e N tel que u,^ aLors on aura Un,-c < u„, + i <c cc qui est impossible 

et donc VneN u n <e<v„ 

2) Montrons que e est un nombre irrationnel 

Supposons que e e Q .alors il existe des entiers p et q tels que e=-fj- 

avec(p,q)e (N*) 2 etq>l 
On aurait en particulier u q <e<v q ,en reduisant au meme denominates la somme 

U " = OT + "U + + "qT ; ° n P eUtdcrire U < = ~qY °" k€N * 

H'ou i < -£- < _L + _L_ en multipliantparq! ,on aura: 
q! q q! q.q! 

k<p(q-l)!<k+-i- <k+I. L'entier p(q-I)! scraitcompris entre ket k+l qui 
sont des entiers consecutifs ce qui est absurde.Donc e tf Q 
■ Application 2 

Soieni a et b deux reels tels que a>b>o. 
Soieni (a n )„et (b n ) n deux suites dtfinies par: 

a «a ; b -b et VnsN a llr , = - n * bn et b n *i = JihK 
Montrons que(a n ) n et (b„) n convergent vers la meme limitc 
En effet : il suffit de montrer qu'e lies sont adjacentes. 

VneNa* + i -b^ + , = J a n o n 

comme elles sont positives il vientVneN a n +i >bwi 

d'une part VneN a r+I = ° n *^ < fln + g P - = a n donc la suite(a n ) n est decroissante 

d'auire part VneN b^ -b n = J^K- b„ - fi~ a {J*Z - 7M ^ °- donc 

lasuite(b n ) n estcroissnnte 

Enfm VneN a nf , -b„.i = -*-(a„ +b n -2^X) < f (*n "bn) car,/aX) > />„ 

d'ou ondeduitque 0< (a n -b n ) < -^-(ao -b ).ct par consequent lim n ^c(a n -b n ) =0 

D1 SU1TES EXTRAITE S 

■ Definition 

On appelle extractrice loute application tp : N-»N strictement croissame 

• Proposition 

Si (p est unc extractrice alors VneN <p(n)>n ( par recurrence sur n ) 

" 'Definition 

On appelle suite extraite d'une suite (u.,),*. d'elements de 1R toute suite de la forme 

- (u v («i))^o avec <p extractrice 
Exemples:les suites (u 2n ) (J >o , (u 2ll+ i)„>o ,(u n O«>o sont des suites extraites 

de (U n )n>0 

► PROPOSITION 

Si (u n )„>o converge vers L e (IRU{-« , -fco }) 

alors touie suite extraite de (u„) n >o converge aussi vers L 

• Demonstration 

I )Cas oil Lest unreel 
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Soit c > 0. commc (u n ) n y> converge vers L alors : 
3no eN lelqueVn>no on ait |u n -L|<e 
commc VneN fl>(n)>n . n>n<> => <p{n)>no =>|u^ n )-L|< e 
ce qui prouve que (u^),^ converge vers L 

2) Cas L=-kq 
Soit A€lR* , comme u n -» +00 alors3n eN tel que Vn>no on ait u„ >A 

comme VneN ^(n)>n , n>no =» (p(n)>no =*u # (n) >A,ce qui prouve que 
Limurtn, = -k© 
n— » -ho 

3) CasL=-g> (demonstration analogue a la prec^dente) 
► Remarques 

•S'il existe une suite extraite divergente d' une Suite (u n )n>o 
alors (u n ) n *a est divergente 
Par excmple la suite definie par u n = cos(n-^-)est divergente 

car la suite exlroite(uun)n^o done leterme general est U|3„ = (-1)" 

est divergente. 

•II peutarriverqu'unc suite extraite d'une suite divergente soitconvcrgente , 

par exemple la suite dont leterme general u n = (-1)" est divergente 

mais la suite extraite (U2n)™>odont U2 s I est convergente 

• S'il existe deux suites cxtraites dc (u n ) n >o qui convergent vers 

deux limites diffcrent-cs alors (u n )n>o diverge 

On retrouve ainsi la divergence de la suite (u n )n>odcfinie paru n = (-1)" 

en effet ,por tout neN U2n =1 et U2i>+i ™-l .les suites extraites 

(u2n)n>o (i^i ^convergent vers des limites differentes . 
►Proposition 

Soit(u„)n>0 une suite telle (u2n)n>o (u2m-i)n>Q °nt la meme limitc L e IRU{-*> ,-ko} 
alors (u n )n>o tend vers L 

■ Consequence : 

(u n )n>o tend vers L e IRu{-°° , +*> }si et sculemcnt si toutes les suites extraites 
de (u n ) n tendent vers Ja meme limitc L 

' Demonstrati on 

•CasLflR 

Soite > 

commc (U2„)n*> converge vers L .alors :3no eN tel que Vn>no on ait |u2n -L|< e 
commc (u2mi)n>o converge vers L, alors :3ni eN telqueVn>ni on ait |U2n*i -L|< e 
Posons n 2 =max (2n ,2ni + 1). Soit p>n 2 
Sip=2nalorsn>noet onait|u2n-L|< ee'estadire |u p -L|< e 
Si n=2p-M alorsn>nietonait|u2n*i -L|< ee'est a dire [U p -L|< e 
? Ce qui prouve que (U p )p>o tend vers L 

«CnsL=-KQ SoitAelJC 

comme ui n -* -rco alors3no €N tel que Vn>no on ait ifa >A 
comme U2n+i — * +* alorsBni €N telqueVn>ni onaitUiw-i >A 
Posons n 2 =max (2no,2ni + I ). Soit p>n 2 
Si p=2n alors n>no et on ait ua n >A e'est a dire u p >A 
Si n=2p+l alors n>ni ct on ait u 2 «i >Ac'est a dire U p >A 
Ce qui pouvc( U p )p?o tend vers -Ho 

< Excmplc 

Soit (iin)teo one suite telle que: 

V(m,n) € (N') 2 O^w < -^±a Montrer que u n — 

Bit) effet I ) Posons m=n ,on obtient 0<U2n < -^- d'oii u? n -* 
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2)Posons m=n+l . on obtieni 0< u ;n+ i < , K d'ou u 2l ,+i — 

n(n+ J ) 

Par consequent u n — ♦ 

• Theoreme de Bolzano- Weiestrass (a admettre) 

Soil (u n )„>o une suite bornee , alors on peut extraire de (u n ) n >o une suite convergente. 

La reciproque du theoreme est fausse commc le montre Pexemple sutvant: 

n si n est pair 
Soit la suite definie par u n = ■< 

si n est impair 

La suite extraite (u:„*])n>o est constanle (=*0) done convergente 

cependant (u n )n>o n'est pas bornee. 

Parmi les applications de ce theoreme est la suivante: 

► Theoreme 

Dans IK , ton le suite de Cauchy est convergente. 

' Demonstration: 

Soit (u n )„>oune suite de cauchy ; ftxons e > 0. 

Comme elle de cauchy alors elle bornee et d'apres 

le theoreme de Bolzano-Weiestrass 

on peut extraire une suite convergente e'est a dire B(u«r Q ))n qui converge 

vers une certaine limite L. 

Soite > 3ii| gN tel que pour tout n>nionait | u^r M< % 

En plus , comme elle de cauchy 3 112 eN tel que pour lout p>n2 et q>n? 
on ait I Up -u q l< 2" 

Posons no -max (111,112); ainsi d'apres l*inegalitetriangulaire: 
Pour tout n>no 011 ait | u n — L I < I u„ -u^,,) | + |u^ n »-L|<E 
Ce qui prouve que (u n )n>o converge vers L 
•Remarque 

Une suite de cauchy dans Q n'admet pas necessairement dc limite dans Q 

n 
Parexemple la suite definie par u„ ■ £ "Jr esl unc su ' le c * ans Q convergente 

k=0 
(donc de Cauchy) mais sa limite exp(I)n'appartient pas a Q 
et done ne converge pas dans Q 
E) COMPARAISQN PES SUITES 

t PtegligeubUite et domination Soicnt deux suites (u„)n et(v n )n 
Definition ; 
Ondit que la suite (u n )„ est negligeable devant la suite (v„) n et Ton note 

u n =o(v n ) ( lire petit o de v n ) si : > 

Vc > 3 n g N , V n>n on ait | u n | < e | v n | 

si (v n ) n ne s'annule pas , e'est equivalent a dire que le quotien(^) converge vers 0. 

Remarque : 

Si Un-o(vn) alors a partird'un certain rang on peut ecrire u n =c„ v n avec c„ -*0 

Exemple : 

n-o(n 2 ) , (sin(l)) J =o(^) . 7jr=°(Tr) 

Definition : 

Ondit que la suite (U,,),, est dominie par la suite (v n ) n et on note 

u n =0(v n ) ( lire grand de v n ) si : 

3M > 0, 3 n e N , V n>n on ail | u n | < M | v„ | 

si (v„) n ne s'annule pas , e'est equivalent a dire que le quotienC-^-) est bornC. 
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Exemple : 

sin(n)=0(l) , 2 n* =0(n 2 ) 
• Suites equivalentes 

Definition : 

On dit que la suite (u„) n est equivalence a 



la suite (v n ) n si :u n -v„ =o(v n ) et on note u n - v n 



si (v„) n ne s'annule pas , e'est equivalent 



u, 



a dire que le quotient (-5"-) -I lorsque n— +co 



Remarque : 

Un -V n »U„-V„ -0(v n )ou n =V n +0(v n )4u n = Vn + EnV„=Vn(l+e n )avece n -»0 

Remarque : Ne jamais ecrire u n - . Ccla signifie en fail que la suite (u n ) n est nulle 
a partird'un certain indice. 
Example: Lea equivalents usuels 

Sg(lTjLh I • sin(-JL) KB , tS(|) <-k) • 1^os(l) - ^^i- 

(l+-H-) fl -l -a-^-Cpoura eIR* fixd) ,e"n~-l~ -J- 
• Equivalents et liniite 

1) u n -U n 

2) u„-v n => v n ~u n 

3) U n '-VftetV„~W B ^ u„~w n 

4)Si deux suites sont equivalentes alors elles sont de merae signe a partir 
d'un certain indice. 
5)Si u n -»L et L* alors u n ~L 
6) Si u„ -v„ et v n -Le (IRU{-» . ■+« }) alors a n -»L 
7)Si deux suites sont equivalentes alors slles sont toutcs deux convergences 
de meme limite ou toutes deux divcrgentes. 

8) On pcut : 

► multiplier les equivalents 

► passer les equivalents a Pinverse 

► clever les equivalents a un exposanl constant . 

9) On ne pcut pas : 
►sommcr les Equivalents 






et -•*■ + 



n n T «2 " n n 3 n 

SO itu n = ± + (4 +4-) = 4- et v P = ci+JrHf = jr 



les suites (u n )n et (v„)„ ne sont pas equivalentes. 

► les 6lcver un exposant non constant ( u n ~v„n*implique pas que uj -vH) 

Proposition : 

Si U n -*L* 1 ct si u n ~-v n alors Logun ~Logv n 

Remarque : 

Les equivalents ne passe pas a rxponenticlle ;u n ~v n n'implique pas 

expun ~expv n 

n 

ExerCiec : Determiner un equivalent de la suite £exp( j" ) quand n-^-Ko 

k=l 
( I'cnscr a utiliser le theoremc de Ce*saro ) 
F) SU1TES RECURRENTES 

SoientDune partie non vide de IRet f: D-»IR 

On appelle suite nScurrcnte de f toute suite (u n ) n d'ilements dc D verifiant 

VneNun*i = f(u J1 ) 

•Remarque: / 

As 
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Si on connait u = a alors on peui determiner chaque terme de la suite 

ui-Ha) , u 2 = f (ui) = f(fl;a)) 

• Demarche d'etude d'une suite recurrente 
Pour gtudier une suite recurrente donnee par : 
uo^aetVneNu^i =f(u n ) 

• On precise et on etudie ia fonction f ( domaine de definition p tableau de variation ) 

• On determine D verifiam u 6 D et V x € D , fl>c)e D : ceci justifler I'existcnce de(u n ) n 
ct localise les termes de la suite : V n e N U a € D 

•On determine les limites finies possibles en passant la relation de recurrence lfe»i = f ( Un ) 
a la limite , puis on s'adapte a la situation 
.^ Propositions utiles 

• Proposition 

Si J u n *i-L|< k | u n -Lf avec k e [0,1 [ alors u„ -L 
■ Proposition 

„ On suppose que f est croissante de D vers D 

l)Sif(uo) >u alors la suite (u B )„ est croissante . 

2) Si flu ) <u alors la suite (u n ) n est decroissante. 

3) Si Uo <floua point fixe de f ( fl» - a) alors la suite (u n ) n est 
majoree par a. 

4) Si uo > a ou a point fixe de f ( fl» = a) alors la suite (u n ) n est 

miliorec par a. 
• Proposition 

On suppose que f est deVoissantc de D vers D alors les suites extraites 

(U2n)n et(u 2n ,i)n sont monotones et de monotonie contra ire 
Pre live : 

Posons x n = um et y„ = U2n+i alors : 

X«*l = U 3frt2 - fl^,) = (fo0(u 2n ) = (fof)(x„) 

comme f est ddcroissnte sur D alors fof est croissante sur D et on de*duii : 

1 )si u 2 > uo alors alors la suite (u 2n ) n est croissante c-a-d u 2n < u 2n , 2 (x n < x n+ i) 

par la suite u 2fl < u 2ni . 2 *[( U2n ) > % U2n+2 ) « U2m ., > U2ll+3 oyn > yn+I 

par consequent la suite (u 2n+ i)n est decroissante. 

2>si u 2 < uo alors la suite (u 2n ) n est decroissante c-a-d u 2n > u 2 ,»2(K a >x„*i) 

par la suite U2n > u 2n+2 of*u 2n ) < f? U2m2 ) ou^i < u 2n , 3 « V(I <y w| 

par consequent la suite (u 2nf ,) n est croissante. 

Exemple : Etudier la nat ure de la suite rtScurrente dlfinie par : 

uo =1 etUn+i = 72+u„ 

• Pour tout n«N u n > 

. Posons n»=y2+x~ , r(x)=i---L. > o => f est strictement croissante 

2 /2+x 
sur [-2 ,+co[ 

comme l=u <U] = ^3 alors le suite (u„) n est croissante. 

. Comme f est continue sur [-2 ,+w[ et si (u n ) n convergeait , sa limite a doit venUe" Tequation 
a=rf\+a e'est a dire a = -1 ou bien a=2 comme (u n ) n est positive 
alors sa limite n'est autre que a - 2. 

• Mpntrons par recurrence sur n que la suite(u„) n est majoree par 2 
supposons que u„ <2 alors f[u n ) < f(2) =* UlH ., < fl[2)=2 

(u n )ti est croissante et majoree done elle est convergente. 
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